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1.4 Pringsheim &
/1 Soient (up) et (vn) deux suites réelles décroissant vers 0, et w = u*v. Montrer
—~ I n—-1
L que ) (=1)""'wy, converge ssi la suite w tend vers 0.
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Famillés sommables

17 janvier 2019

1 Produit de Cauchy de deux séries

Lol

Donner un exemple de deux séries convergentes dont le produit de Cauchy di-
verge.

1.2 Cesaro

Soient ) an, Y bn, Y ¢, trois séries convergentes. On pose ¢ = a * b. Montrer &

que C = AB en vérifiant queXCn =Y po AkBr—k-

1.3 Cauchy-Mertens

Soient ) a, et Y b, deux séries numériques convergentes, la premiére étant
absolument convergente. On se propose de montrer que leur série produit de
Cauchy ¢ = a b converge vers le produit AB de leurs sommes respectives.

a) Montrer que l’on peut suppose B = 0.

b) Vérifier que Y ) _ock = Y f_o arBn—k et montrer que cette suite tend vers
0. Conclure.
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Etud1er la famille Sommabilité des familles (
2.2

Soit z, une suite de nombres complexes non nuls telle que, pour tout couple

(m,n) € N? tel que m # n on ait |2, — 2| > 1. Montrer que, pour a > 2, la
série El [F converge.
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(m+n)a )(m,n)EN‘xN‘: a>0; (m)
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On se donne une norme |||| sur R", étudier la sommabilité de la famille (n;—”a)
selon @ > 0. n ,/\’0> Y A 7 M\
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3 Identités obtenues par développement

On reverra avec profit la derniere partie du devoir : séries de Dirilchet.

3.1
La fonction zeta est celle de Riemann. Calculer $ ¢(n) — 1. )
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La fonction ¢ est l'indicatrice d’Euler.Calculer : Z:z ;‘—(f)l—.
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On désigne par 7 la constante d'Euler. o Rov 7
a) Montrer que 'on a: y= :;'fi(% —In(1+ %))

b) La famille ((;:,).L), n > 1, k > 2 est-elle sommable ? Et si ’on se restreint &
n>27

c) Montrer que y = 37 5_—,:):( (k).

4 Ensembles de mesure nulle

On dit qu’un ensemble A C R est de mesure nulle lorsque :
Ve >0, 3(Ix)\cp intervalles ouverts de R, (A - U I,\) et (Z I(I) < E>
A€A AEA

a) Montrer que Q est de mesure nulle.

b) Montrer que si (4p)pen est de mesure nulle, alors | J A aussi.

c) Soit (a,b) € R?, avec a < b. Montrer que [a, b] n’est pas de mesure nulle.
d) Montrer que I'ensemble des réels 3-approchables est de mesure nulle.
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